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Abstract

In einem Servolenksystem, das
im Gegensatz zu Ublichen Servolenkun-
gen nach dem Winkellberlagerungsprin-
zip arbeitet, kdnnen sich bei losgelasse-
nem Lenkrad Grenzzyklen einstellen.
Eine wichtige Ursache hierflr ist die Be-
grenzung des Antriebsmoments des
Stellmotors. Nach einer Beschreibung
und Modellierung des Lenksystems wer-
den die Grenzzyklen untersucht und ihre
Periodendauer mit Hilfe einer modalen
Betrachtung berechnet. Daraus ergeben
sich qualitative Aussagen uber die Ein-
flisse der Systemparameter auf die Exis-
tenz der Grenzzyklen. Eine Mallnahme
zur Vermeidung der Grenzzyklen wird
vorgeschlagen, ihre Wirksamkeit durch
Simulation nachgewiesen und ihre Wir-
kungsweise mit Hilfe der Methode der
harmonischen Balance analysiert. Das
Ergebnis der Analyse flhrt zu einer Wei-
terentwicklung der Malinahme.



Grenzzyklen in einem Servolenksystem

1 Einleitung

In [1] ist ein Servolenksystem fir Kraftfahrzeuge beschrieben, das im Gegen-
satz zu den ublichen Servolenkungen mit einer WinkellUberlagerung arbeitet.
Bild 1 zeigt den Aufbau des Lenksystems. Um das Lenkradmoment zu reduzie-
ren, wird eine sehr grof3e Lenkibersetzung zwischen dem Lenkrad und den
Radern verwendet, d.h. die Lenkung sehr indirekt gemacht. Der dadurch ent-
stehende grol3e Lenkradwinkelbedarf wird verringert, indem dem Lenkradwinkel
mit Hilfe eines Uberlage-
rungsgetriebes ein Zusatz-
winkel Uberlagert wird. Den
Zusatzwinkel erzeugt ein ge-
eignet angesteuerter elektri-
scher Stellmotor. Das Uberla-
gerungsgetriebe addiert den
Zusatzwinkel zum Lenkrad-
winkel, so dass der Motor mit
dem Fahrer mitlenkt.

Uberlagerungs-
getriebe

Lenkge-
triebe

Bild 1: Schematische Darstellung des Lenk-
systems

Die von BMW und ZF Lenksysteme eingefuihrte Aktivienkung [2], [3] verwendet
ebenfalls das Winkelliberlagerungsprinzip. Das Ziel der Aktivlenkung ist aller-
dings nicht die Verringerung des Lenkradmoments, da hierfur zusatzlich eine
hydraulische Servolenkung verwendet wird, sondern u.a. eine Variation der
Lenklbersetzung: Bei niedriger Fahrzeuggeschwindigkeit wird der Lenkradwin-
kelbedarf durch Mitlenken des Stellmotors verringert, bei hoher Geschwindigkeit
durch Gegenlenken erhoht. Diese Funktion entspricht damit im unteren Ge-
schwindigkeitsbereich der oben beschriebenen Servolenkfunktion.

Damit der Stellmotor den Lenkwinkel der Rader gezielt beeinflussen kann,
muss der Fahrer das an den Radern auftretende Rickstellmoment am Lenkrad
abstutzen. Im normalen Betrieb halt der Fahrer das Lenkrad fest, d.h. er bringt
am Lenkrad ein Drehmoment auf, um den gewiinschten Lenkradwinkel einzu-
stellen. Lasst der Fahrer aber das Lenkrad los, wird dem Radriickstellmoment
nicht entgegengewirkt. Der Stellmotor kann dann den Radlenkwinkel kaum
noch verandern, er verstellt Uberwiegend das Lenkrad. Das Loslassen des
Lenkrads stellt aus regelungstechnischer Sicht eine Strukturdnderung des
Lenksystems dar.

Bei losgelassenem Lenkrad kann das Lenksystem eine ausgeprégte Schwing-
neigung besitzen. Eine wesentliche Ursache dafir ist eine Stellgrol3enbegren-
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zung, d.h. die Tatsache, dass der Stellmotor nur begrenzte Drehmomente er-
zeugen kann. Bei der Schwingung handelt es sich um einen nichtlinearen Ef-
fekt, einen sog. Grenzzyklus. Dies zeigt sich auch daran, dass die Schwingung
nur bei einer ausreichend grof3en Anregung auftritt.

Das Auftreten von Grenzzyklen in Folge von Stellgrol3enbegrenzungen ist in der
Regelungstechnik bekannt. Solche Grenzzyklen treten vor allem auf, wenn
Regler mit dynamischen Anteilen, wie z.B. I-Anteilen, verwendet werden. Die
vorgeschlagenen Malinahmen zur Vermeidung der Grenzzyklen beziehen sich
daher tUberwiegend auf dynamische Regler, vgl. [4]-[8]. Fur die Regelung des
Zusatzwinkels des Lenksystems werden jedoch statische Ruckfuhrungen ver-
wendet. AuBerdem muss die Regelung so entworfen werden, dass sich im
Normalbetrieb bei festgehaltenem Lenkrad ein gutes Regelverhalten ergibt; die
Vermeidung von Grenzzyklen bei losgelassenem Lenkrad kann beim Regler-
entwurf kaum bertcksichtigt werden. Die in o0.g. Literatur vorgeschlagenen
MalRnahmen zur Vermeidung von Grenzzyklen sind damit nicht anwendbar.
Deshalb wird in [9] eine spezielle regelungstechnische MalRnahme zur Vermei-
dung von Grenzzyklen im vorliegenden Fall angegeben.

Die Wirkungsweise dieser Mal3nahme wurde noch nicht eingehend untersucht.
Diese Untersuchung ist Gegenstand des vorliegenden Berichts. Das hierbei
gewonnene Verstandnis fuhrt zu weiteren Verbesserungsmdglichkeiten, die
ebenfalls vorgestellt werden.

Zunachst wird das Lenksystem genauer beschrieben und ein mathematisches
Modell erstellt. Im folgenden Abschnitt wird der auftretende Grenzzyklus unter-
sucht und seine Ursache ermittelt; diese Untersuchung bildet den ersten
Schwerpunkt des Berichts. In Abschnitt 4 erfolgt dann als zweiter Schwerpunkt
die Vorstellung, Analyse und Weiterentwicklung der Abhilfemaflinahme nach [9].
Der Bericht schlief3t mit einer Zusammenfassung.

2 Beschreibung des Lenksystems und Modellbildung

Nach einer detaillierten Beschreibung des Lenksystems wird ein mdglichst
einfaches Modell erstellt, in dem nur die Effekte bertcksichtigt sind, die fir die
Untersuchung des bei logelassenem Lenkrad auftretenden Grenzzyklus wichtig
sind. Das Modell wird anschlielRend modaltransformiert, da die Modaltransfor-
mation einen guten Einblick in das Systemverhalten gewéhrt und ihre Ergebnis-
se fur die folgenden Untersuchungen benétigt werden. Schlie3lich werden Zah-
lenwerte fur die Parameter des Lenksystems angegeben, die sich an einem



ausgefuhrten Beispiel orientieren. Die Werte werden flr numerische Untersu-
chungen und Simulationen in diesem Bericht verwendet.

2.1 Beschreibung

Die wesentliche Komponente des Lenksystems stellt das aus dem Motor und
dem Uberlagerungsgetriebe bestehende Stellglied dar; das Uberlagerungsge-
triebe ist als Planetengetriebe ausgefuhrt, s. Bild 2. Die Eingangswelle 1 ist mit
dem Lenkrad verbunden, die Ausgangswelle 4 fuhrt weiter zum Lenkgetriebe.
Die Uberlagerung
des Zusatzwinkels
erfolgt Uber eine
Drehung des Hohl-
rads 3, das uber
die Schnecke 5
vom Stellmotor
angetrieben wird®.
Bezeichnet man
den Lenkrad-, Mo-
tor- und  Aus-
gangswinkel mit &,
o bzw. &, wird die
Winkeluiberlagerung durch folgende Gleichung beschrieben?:

0,=06,+3,. 1)

Bild 2: Schematische Darstellung des Uberlagerungs-
getriebes

Bild 3 zeigt die Regelungsstruktur des Lenksystems im Normalbetrieb, in dem
der Fahrer das Lenkrad festhalt und den Lenkradwinkel o einstellt; & stellt da-
mit eine Eingangsgrol3e der Regelung dar. Fur die oben beschriebene Servo-
lenkfunktion soll der Motorwinkel &, dem Lenkradwinkel proportional sein. Der
Motorwinkelsollwert &, ist damit

523 = KU |]51 (2)

mit dem konstanten Unterstitzungsfaktor Ky. Da die Wirkrichtung des Lenkrad-
einschlags nicht umgekehrt werden soll, ist Ky > -1.

! Das Schneckengetriebe ist selbsthemmend, so dass in der Lenksaule wirkende Drehmo-

mente den Motor auch bei Ausfall der Stromversorgung nicht verstellen kdnnen und der me-
chanische Durchgriff vom Lenkrad auf die Rader sichergestellt ist.

Es ist vorausgesetzt, dass alle Ubersetzungsverhéltnisse eins sind. Hierauf wird im nachsten
Abschnitt ndher eingegangen.



Bild 3: Regelungsstruktur im Normalbetrieb. & - Lenkradwinkel,
o, - Motorwinkel, & - Ausgangslenkwinkel, M, — Motordrehmoment.
Die StellgroRenbegrenzung ist nicht dargestellt.

1
53
< O, Stellgied —»
— ¥ Ku » Lage- | M2=u
regg:er ’
Sollwert- z
vorgabe ’_» o, |9

Halt der Fahrer das Lenkrad nicht fest, stellt der Lenkradwinkel & keine Ein-
gangsgrol3e der Regelung dar sondern, eine Ausgangsgrof3e des Stellglieds; es
ergibt sich die in Bild 4 gezeigte Regelungsstruktur. Man erkennt, dass durch
die Sollwertvorgabe eine Ruckfihrung des Lenkradwinkels g und damit ein
weiterer geschlossener Wirkungskreis entsteht. Dieser Wirkungskreis ist fur die

Entstehung des Grenzzyklus wesentlich.

—» Ky

Sollwert-
vorgabe

Lage-
regler

.

Mo=u

Stellglied

i

Bild 4: Regelungsstruktur bei losgelassenem Lenkrad

Fur die folgenden Untersuchungen kdnnen zwei Vereinfachungen gemacht

werden:

» Die in der Antriebsregelung ubliche und auch hier verwendete unterlagerte
Stromregelung (Kaskadenstruktur) wird vernachlassigt, da der Stromregel-
kreis eine sehr hohe Dynamik hat. Die Stellgrof3e ist damit das Motormo-

ment u = M.

» Die zeitdiskrete Realisierung der Regelung wird vernachlassigt, da eine sehr
kleine Abtastzeit verwendet wird. Die Regelung wird als quasikontinuierlich

betrachtet.

Wie in den Bildern angedeutet, besteht der Motorlageregler aus einem PD-

Regler. Das Regelgesetz lautet




Uig = Kp D =y +Tp (KsOps — )] . (3)

Das Regelgesetz liefert die ideale, unbegrenzte Stellgrof3e, die deshalb mit uig
bezeichnet wird. Der Faktor ks gewichtet die Ableitung 525 des Sollwerts. Ist

ks =0, wird 525 im Regelgesetz nicht beriicksichtigt; ist ks =1, bildet der Regler
die gewohnte Differenz J,—9J, der Ableitungen von Sollwert und RegelgréRe.
Ublicherweise ist 0< ks< 1. Der PD-Regler stellt eine statische Riickfiihrung der
RegelgroRe & und ihrer Ableitung o, dar. Dynamische Anteile, insbesondere |-
Anteile werden nicht verwendet, da ihre Anwendung zusammen mit der Rei-
bung des Schneckengetriebes leicht zu Grenzzyklen fihren kann. Um ohne
Regler-l-Anteil ausreichende stationdre Genauigkeit zu erreichen, muss der
Reglerverstarkungsfaktor Kp grof3 sein.

Wie bereits erwdhnt, missen alle Regelungsparameter so festgelegt werden,
dass die Spezifikationen fir den Normalbetrieb erfillt werden. Eine
Verédnderung der Reglerverstarkung Kp oder der Vorhaltezeit Tp von den sich
daraus ergebenden Werten ist allenfalls in geringem Mal3e zuldssig. Der
Unterstutzungsfaktor Ky und der Faktor ks dirfen in keinem Fall verandert
werden, da sie das Lenkverhalten des gesamten Fahrzeugs beeinflussen.
Insbesondere hat die Berlcksichtigung der Ableitung des Sollwerts J,¢, die
auch als Vorhaltelenkung bekannt ist, [10], [11], groRen Einfluss auf das
Lenkansprechverhalten des Fahrzeugs.

2.2 Modellbildung

Ein mechanisches Ersatzmodell des Lenksystems ist in Bild 5 dargestellt. In
den Tragheitsmomenten J;, J, und J; sind jeweils die Tragheitsmomente der
angegebenen Bauteile und der sich mit ihnen bewegenden Teile
zusammengefaldt. So umfal3t J; die Tragheitsmomente aller bewegten

Mg ooy
i Uberlage-
)‘ I % ; =Erungsgetrieber% % Js )
M, P e ‘Mg 4 M
Lenkrad ° f ¢ Tlenkge-  °
Mg triebe
o,
J, | Motor
—AM,

Bild 5: Mechanisches Ersatzmodell des Lenksystems
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Lenkungsteile zwischen der Abtriebswelle des Uberlagerungsgetriebes und den
Radern. Mg ist das vom Uberlagerungsgetriebe libertragene Drehmoment.

In dem Erstzmodell erscheinen die Ubersetzungsverhaltnisse des Uber-
lagerungsgetriebes nicht, da alle Winkel a, i=1,2,3, auf eine Seite des
Uberlagerungsgetriebes bezogen und die Tragheitsmomente J;, entsprechend
umgerechnet sind. Dann gilt fur den Zusammenhang der Winkel die Gl. (1).
Wegen dieser kinematischen Bindung hat das Lenksystem zwei Freiheitsgrade
bzw. die Ordnung n=4. Wahlt man als Freiheitsgrade & und &, erhalt man
unter Berticksichtigung von Gl. (1) die Bewegungsgleichung des Stellglieds

J1+J3 J3 51 _ M1+M3 (4)
Jy J,+3, |16, [M,+M,]
Bei losgelassenem Lenkrad ist das Lenkradmoment M1 =0. Fir das Radrick-
stellmoment wird ein linearer Ansatz® mit Dampfung

M, =—c.d, —d.J, (5)

verwendet. cg und dg sind die Rickstell- bzw. Dampfungskoeffizienten der R&-
der. Weitere Reibungseffekte werden nicht beriicksichtigt. Bezeichnet man wie
oben das Motormoment als Stellgré3e, u= M, erhélt man die Bewegungsglei-
chung des Lenksystems

Md+D&+Kd=h,u (6)
mit dem Lagevektor 5=[5, 4], (7)
J;+J J
der Massenmatrix M=MT =1 3 3 I>o, (8)
Jg3 Jptds3
. | - [de dg]
der Dampfungsmatrix D=D = >0, (9)
dr dg
e : + [cr cr]
der Steifigkeitsmatrix K =K :[ >0 (10)
CrR Cr
und dem Eingangsvektor b,=[0 1. (11)

Fur die Untersuchung des Grenzzyklus wird ein nichtlinearer Standardregelkreis
[13] zugrunde gelegt, der als nichtlineares Glied die Begrenzung des Motormo-
ments M, = u enthélt, s. Bild 6. Die Eingangsgrof3e der Begrenzung ist die idea-
le StellgréRe uig, d.h. die AusgangsgréRe des Lagereglers nach Gl. (3). In vekto-
rieller Schreibweise ergibt sich

¥ Nach [12] ist der lineare Ansatz giiltig, wenn die Schraglaufwinkel klein sind.
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Uid / u Lineares
> >

/‘ > Teilsystem
B -Uig

Begrenzung

Bild 6: Nichtlinearer Standardregelkreis mit Begrenzung

Ug =Cpd+cCyd (12)
mit den Positions- bzw. Geschwindigkeitsausgangsvektoren

cp=[KyKp —Kp], ol =[ksKyKpTp —KpTp]. (13)
Die Ubertragungsfunktion des linearen Teilsystems nach Bild 6 ist

G(s)=%‘;§3)=—( 3 +0351M52+Ds+ K]_lbb. (14)

Es wird vorausgesetzt, dass der geschlossenen Regelkreis stabil ist, wenn die
StellgréRenbegrenzung nicht wirkt, d.h. wenn Duig(t)J< Umax iSt, wobei uma der
infolge der StellgroRenbegrenzung maximale Betrag der Stellgré3e uist.

2.3 Modaltransformation

Das durch die GIn. (6)-(11) beschriebene Lenksystem stellt ein MDK-System
dar [14], bei dem die Steifigkeits- und Dampfungsmatrizen K bzw. D einander
proportional sind. Damit fuhrt die Modaltransformation zu vollstandig entkoppel-
ten Bewegungsgleichungen zweiter Ordnung.

Es wird von der Frequenzgleichung [14]
(~’M +K)v =0 (15)

ausgegangen, in der «f die ungedampfte Eigenkreisfrequenz* der Eigenbewe-
gung mit dem Eigenvektor v ist. Die Eigenfrequenzen der Bewegungsglei-
chung (6) sind
2 _ 2 _ Ji+Jd;
=0, =c :
“ “2 = Jpdp +J3d3+ J1d3

(16)

Die Eigenfrequenz wf gibt das fir Antriebssysteme typische doppelt integrie-
rende Verhalten wieder; w22 ist die Eigenfrequenz einer oszillatorischen Eigen-

* Eigentlich ist ¢ das Quadrat der Eigenkreisfrequenz. Vereinfachend wird jedoch «f auch als

Eigenfrequenz bezeichnet.



bewegung. In Anlehnung an einen Einmassen-Drehschwinger kann das effekti-
ve Tragheitsmoment J« durch die Beziehung w22 :cR/Jeﬁ definiert werden.

Man erhalt

Iy = J1Jdo ’t]jisz’f Jids _ Jgt J‘ljljjz . (17)
Die Eigenvektoren ergeben sich zu

1 [-1 1 J,

Vl:\/Jl"‘Jz[l] V2:(31+32)\/§Ll] (49
Durch die Kongruenztransformation

0=Vz (19)
mit der Modalmatrix

V=lv; vy (20)
geht die Bewegungsgleichung (6) in das entkoppelte Gleichungssystem

2+9R 02,4 92, - bju (21)

Cr

fur die Modalkoordinaten z=[z, z,]|" tber. Dabei gilt

VIMV =1,

VTKV =Q? =Diag(aw?, w3), (22)

1 J !
T — R - 1

Vb= _[\/31"'32 (31*‘32)\/@} .
Nach dem Hautus-Kriterium [14] ist das System vollstandig steuerbar.
Das Regelgesetz (12) lautet in Abhangigkeit der Modalkoordinaten

Ug =CpZ+C, 2 (23)
mit cV=c] = KP[_J(;L;;D (JK: jz)_ J, } (24a)

12 12 \/‘]eff
TV =¢T = KPTD[_(kSKU D kKo, } (24b)
' ' Vh+d  (+ )9«

Nach dem Hautus-Kriterium ist das System fir K,J,—-J; #0 Uber den Positi-

onsanteil C'JZ der Ausgangsgrof3e uq vollstandig beobachtbar; Uber den Ge-



schwindigkeitsanteil ¢z ist es fur k,K,J,-J; #0 bis auf den Zustand z be-

obachtbar.

Um auch die Koordinate d; des Lenksystems mit Hilfe der Modalkoordinaten z
wiederzugeben, werden erweiterte Eigenvektoren vie und v durch die Gl.

6, 5, & =[vi. v.dz (25)

definiert. Mit GI. (1) erhalt man

) 1 _1 J2

1
Vie =——==| 1|, Voe = Jp
1Y ‘]1+‘]2 0 (Jl+‘]2)\l‘]eff J1+J2

und erkennt, dass der Ausgangswinkel J nicht an der ersten, doppelt integrie-
renden Eigenbewegung beteiligt ist; an dieser Eigenbewegung sind nur das
Lenkrad und der Motor beteiligt.

(26)

Schreibt man die zweite Zeile der Matrizengleichung (21) in der Form
7, +2D,002, + W57, = bi,u, erhalt man das Dampfungsmaf

_1 dg

== 27
s e (27)

2

der oszillatorischen Eigenbewegung.
Far eine konstante Stellgrof3e u=u,, =const kann fur die zweite Eigenbewe-

gung aus den GIn. (21) und (22) der stationare Endwert

— Ji max
“asat (I + JZ)\/Jeﬁ drng @9

bestimmt werden. Der Abtriebswinkel & erreicht ebenfalls einen stationéaren
Endwert; dieser ergibt sich nach den GIn. (26) und (28) zu

J B
o — 1 max 29
3stat J1+J2 Cr ( )

Auf Basis der transformierten Bewegungsgleichung (21) kann die Ubertra-
gungsfunktion des linearen Teilsystems nach Bild 6 in der Form

G(9) =%S()S) =(cT +cTsfis? +d /@2 s+Q2 M. (30)

dargestellt werden.



2.4 Beispiel

Folgende Parameter orientieren sich an einem ersten Prototypen des Lenksys-
tems. Alle Koordinaten sind auf die Ausgangsseite des Uberlagerungsgetriebes,
d.h. den Winkel &3 bezogen. Die Parameter sind: J;=0,1875 kgmz,
J» = 0,523 kgn?, Js = 4,05010° kgn?, cr =13 Nmvrad, dr=2,2 Nm/(rad(s), Ky =15,
Kp =3000 Nnvrad, Tp=0,02 s, ks = 0, Umax = 21 Nm. Die Reifenparameter cg und dg
gelten fur Fahrzeugstillstand auf trockener Fahrbahn. Der Fall des losgelasse-
nen Lenkrads kommt am haufigsten bei Fahrzeugstillstand vor. Der Ansatz (5)
fur das Ruckstellmoment ist in diesem Fall gerechtfertigt, da die Rader erst bei
recht grol3en Lenkeinschlagen auf der Fahrbahn gleiten.

Die Eigenkreisfrequenz und das Dampfungsmald der oszillatorischen Eigenbe-
wegung sind @ =9,57 rad/s bzw. D,=0,81. Die Ubertragungsfunktion nach
Gl. (14) bzw. (30) lautet

113,9s® + 7181s? +171200s + 965900
s* +15,49s> + 915082 '

G(s) =

3 Untersuchung der Grenzzyklen

In diesem Abschnitt wird das Zustandekommen des Grenzzyklus untersucht.
Dies geschieht zunachst durch eine qualitative physikalische Betrachtung; da-
durch wird bereits die grundlegende Ursache des Grenzzyklus deutlich. Davon
ausgehend wird die Periodendauer des Grenzzyklus fir den sog. quasistati-
schen Fall bestimmt, in dem der Abtriebswinkel ¢; in jeder Halbperiode seinen
stationaren Endwert erreicht. Im Folgenden wird die Untersuchung auf den dy-
namischen Fall erweitert. Damit kénnen die Periodendauer des Grenzzyklus
und Grenzwerte der Systemparameter fur die Existenz eines Grenzzyklus nu-
merisch sehr genau bestimmt werden. Der prinzipielle Einfluss der Systempa-
rameter auf die Existenz eines Grenzzyklus wird qualitativ analysiert. Zum
Schluss wird der Grenzzyklus mit der bekannten Methode der harmonischen
Balance untersucht, die auch im nachsten Abschnitt verwendet wird. Die mit
den verschiedenen Methoden erzielten Ergebnisse werden miteinander vergli-
chen.

3.1 Qualitative Betrachtung

Bild 7 zeigt eine Periode des Grenzzyklus des Lenksystems nach Abschnitt 2.4
im eingeschwungenen Zustand. Die halbe Periodendauer des Grenzzyklus wird
mit T bezeichnet.
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o. [rad]

u [Nm]

| | 2T+
0.5 1 1.5 2 2.5
t [s]
Bild 7: Winkel- und Stellgré3enverlaufe im eingeschwungenen Zustand
des Grenzzyklus.

-50
0

Aus dem Bild sind folgende Eigenschaften ersichtlich:

a) Die Stellgrol3e u wechselt sehr schnell zwischen den begrenzten Wer-
ten tuma; wahrend einer Halbperiode ist damit u praktisch konstant, d.h.
U(t) = *Umax = const fr iV <t < (i+1)T,i=0, 1, ....

b) Der Abtriebswinkel & erreicht in jeder Halbperiode seinen stationdren End-
wert i@gat.

c) Die Verlaufe der Winkel J,(t) und &(t) schneiden sich nicht beim Wert Null.
Diese Unsymmetrie ist nach Gl. (1) auf den Winkel & zurtickzufuhren, der
durch das Stellmoment aus seiner Mittellage & = 0 ausgelenkt wird.

d) Die Anderungen der StellgréRe u(t) zu den Zeitpunkten T, i =0, 1, ..., erfol-
gen in der Nahe der Schnittpunkte von di(t) und &(t), bei denen &(iT)Z0
ist.

e) Wenn u(t) = +Umax ist fur iT <t < (i+1)T, ist &((i+)T)-&(>T) > 0.
Auf Grund der Eigenschaft e) wird dem Motor wahrend jeder Halbperiode des
Grenzzyklus Energie zugefuhrt. Andererseits dissipiert in dieser Zeit der Reifen

in Folge seiner Dampfung Energie. Sind die wahrend einer Halbperiode zuge-
fuhrten und dissipierten Energien gleich grof3, befindet sich das Lenksystem in
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einem eingeschwungenen Zustand. Die Energiezufuhr des Motors ist die we-
sentliche Ursache des Grenzzyklus.

Die Energiezufuhr ist auf die Bewegung des Abtriebswinkels J; zuriickzufiihren.
Wegen der schnellen Anderung der StellgroRe u in Folge der StellgroRenbe-
grenzung. vgl. Eigenschaft a), ndhert sich & nicht asymptotisch dem Gleichge-
wichtswert Null. Dadurch entsteht die nicht verschwindende Differenz
H((+D)T)-&(T),i=0,1, .., s. Eigenschaften c) und d). Die Bewegung des Ab-
triebswinkels im Zusammenwirken mit der Stellgrél3enbegrenzung stellt die tie-
fere Ursache des Grenzzyklus dar.

3.2 Periodendauerberechnung fiir den quasistationaren Fall

Die Periodendauer des Grenzzyklus wird auf Basis obiger Uberlegung nahe-
rungsweise bestimmt. Zur Vereinfachung werden folgende durch Bild 7 moti-
vierte Annahmen getroffen:

a) Der Wert der Stellgrof3e u wechselt sehr schnell zwischen den begrenzten
Werten tuUma, SO dass von einem Umschalten von u(t) zu den Umschaltzeit-
punkteniT, i =0, 1, ..., gesprochen werden kann. Wahrend einer Halbperio-
de ist u konstant, d.h. u(t) = #ume = const fr il <t < (i+1)T,i=0,1, ....

b) Der Abtriebswinkel & schwingt in jeder Halbperiode des Grenzzyklus auf
seinen stationdaren Endwert ein, d.h. &(iT) = +Gsa. Diese Annahme kenn-
zeichnet den hier betrachteten quasistationdren Fall. Nach Bild 7 ist
%(0) = - Astat-

Die GréRen zum Umschaltzeitpunktt =0 werden mit &(0) =3y, (0)=Jy,

0,(0)=0d, und J&,(0)=0J,, bezeichnet. Der Umschaltzeitpunkt t=0 wird da-

durch festgelegt, dass die ideale StellgréRe uq4(0) =0 ist. Aus Gl. (3) folgt dann

mit GI. (2)

Ky 810 =320 + Tp (Ky ksBio ~ 92) = 0. (31)
Fur den Zusammenhang der Winkel gilt nach Gl. (1) mit Annahme b)
010+ 020 = ~Ozgtat - (32)

Eliminiert man aus diesen beiden GIn. den Lenkradwinkel J,y, erhalt man

-Ky To . .
= +——— (K, ks — :

920 1K Oastat 1+ Ky (Kyksdip =92) (33)
Die GIn. (21), (22) und (16) zeigen, dass die Modalkoordinate z(t) fir eine kon-
stante Stellgrof3e u eine gleichmalig beschleunigte Bewegung beschreibt. Aus

Symmetriegriinden ist damit
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1 u *
A () i 11\ S 34
1(0) 2 (3,43, (34)

Nach Annahme b) und GI. (26) erreicht die zweite Modalkoordinate in jeder
Halbperiode ihren stationdren Endwert. Da damit z,(0) =0 ist, ergeben sich

nach Gl. (18) - (20) die Winkelgeschwindigkeiten zum Umschaltzeitpunkt

%0531 und 520:_%;233 *
1 2 1 2

1 Upax

(35)

Setzt man diese Geschwindigkeiten sowie den stationdren Wert d&gs Nach
Gl. (29) in Gl. (33) ein, erhalt man den Motorwinkel zum Umschaltzeitpunkt t =0

S Ky -2 = I ek k) | Ymax (36)
I +d,cn | 2 3+ 3, JTHKy

Die wahrend der Halbperiode 0<t<T des Grenzzyklus zugefiihrte Arbeit ist
wegen U(t) = Una und J,(T") = =0y

E, = —2U,x020 - (37)
Die dissipierte Energie ist

Ediss = 2CRO%at - (38)

Setzt man diese beiden Energien gleich, erhalt man unter Berlcksichtigung der
GIn. (29) und (36) die halbe Periodendauer des Grenzzyklus

*: 2 d<UJ2_J1|:-IJ—1_
To@+Kyks) Ji+J, cg

(39)

Mit den Parametern des Lenksystems nach Abschnitt 2.4 ergibt sich T =1,21 s,
dieser Wert stimmt mit dem in Bild 7 gezeigten Simulationsergebnis tberein.

Die halbe Periodendauer T ist bemerkenswerter Weise vom Maximalwert Up
der StellgroRe und vom Reglerverstarkungsfaktor Kp, vgl. Gl. (3), unabhangig.
Nach Gl. (39) ergibt sich fiir KyJ, > J; immer eine halbe Periodendauer T >0, so
dass unter dieser Bedingung immer ein Grenzzyklus existieren musste. Dies
widerspricht den Ergebnissen aus Versuch und Simulation, dass die Existenz
von Grenzzyklen stark von den Reglerparametern Tp und ks abhéngt. Der Grund
fur diesen Widerspruch besteht in der Annahme b) der Stationaritat. Bei Grenz-
zyklen mit kleinen Periodendauern ist die Annahme nicht mehr erfillt. Gl. (39)
gilt nur, wenn die halbe Periodendauer wesentlich groRer als die Abklingzeit-
konstante der zweiten Eigenbewegung, d.h. T >> 1/(D,w), ist. Aus dieser Be-
dingung lassen sich jedoch nur schwer zuverlassige Schlussfolgerungen zur
Existenz von Grenzzyklen ziehen. Deshalb werden entsprechende Uberlegun-
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gen nicht weitergefuhrt, sondern es wird die Periodendauer fir den allgemei-
nen, dynamischen Fall bestimmt.

3.3 Periodendauerberechnung fiir den allgemeinen Fall

Auf die einschrdnkende Annahme b) des vorhergehenden Abschnitts, dass der
Abtriebswinkel & bzw. die zweite Eigenbewegung z in jeder Halbperiode des
Grenzzyklus ihre stationaren Endwerte erreichen, wird nun verzichtet. Die An-
nahme a), dass die StellgréRe u zu den UmschaltzeitpunkteniT, i=0,1, ...,
zwischen den begrenzten Werten tums umschaltet, wird aufrechterhalten. Mit
dieser einzigen Vereinfachung wird die Periodendauer des Grenzzyklus be-
rechnet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrankt sich die Betrachtung auf
den in der Praxis wichtigsten Fall, dass die zweite Eigenbewegung z eine ge-
dampfte Schwingung beschreibt, d.h. dass das Dampfungsmald nach Gl. (27)
0<Dy<1list.

Zur Erleichterung der Berechnung wird die normierte, dimensionslose Zeit
T =t (40)

verwendet. Damit gilt fir die Ableitungen, beispielsweise einer Modalkoordina-
te z,

Z':E:idj_zziﬁ1 (41)
dr o dt w

wobei die Ableitung nach der normierten Zeit r mit einem hochgestellten Strich
bezeichnet wird. Die normierte halbe Periodendauer und die normierte Regler-
vorhaltezeitkonstante ergeben sich zu 7" =w,T" bzw. 1 = w,Tp.

Bei Verwendung der normierten Zeit r gehen die modalen Bewegungsgleichun-
gen (21) in die Form

z=— 1 @, (42a)

J
Zy+2D,7, + 2, = 1

[
ZAUENAN

uber. Entsprechend obiger Annahme ist die Stellgrof3e wahrend einer Halbperi-
ode des Grenzzyklus konstant; ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann
u(7) = Uma = const fiir 0< 7< 7 gesetzt werden. Die Verlaufe der Modalkoordina-
ten z(7) und z(7) wahrend einer Halbperiode sind damit Sprungantworten mit
nicht verschwindenden Anfangsbedingungen z(0) = z,, z(0) =2z, Z,(0) = zy
und z,(0) = z,,. Die Sprungantworten und ihre Ableitungen lauten

(42b)
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2 0’22\/31"‘32

Umax 7 (43b)

2(M) =0t ——F——1,
w531+,

- Zog+Dy(zy9-2 :
2)(1) = Zpgo +€ 02| 2 \7% 2Stat)s'nvl‘DzZT"‘(Zzo‘Zzstat)COS\ll‘ D57 |,
1_ D2

(43c)

- —(Dy2Z50 + 259~ 2 .
Zoo(7) =€ P2 (DaZp0 * 20 25t"’“)3|m/1—D22r+z'zocosn/1—D22r : (43d)

J1- D3

Im eingeschwungenen Zustand des Grenzzyklus missen die Modalkoordinaten
und ihre Geschwindigkeiten aus Symmetriegrinden zu aufeinander folgenden
Umschaltzeitpunkten jeweils den gleichen Betrag aber verschiedene Vorzei-
chen haben, d.h.

2(r") = -2, (1) = -2, (442, b)
25(1") = =20, Zy(1") = 7. (44c, d)
Setzt man die Sprungantworten (43) in diese Symmetriebedingungen ein, kann

man die Anfangsbedingungen zlo(r*), zio(r*), zzo(r*) und z'zo(r*) berechnen,

die die Symmetriebedingungen erfillen. Bezieht man diese Anfangsbedingun-
gen, die von der Halbperiodendauer 7 abh&ngen, auf den stationdren End-
wert zg der zweiten Eigenbewegung, erhalt man

20(r") =0, (45a)
Zo(7") :_1@/(31+32)Jeﬁ . (45b)
Zygat 2 Ji

e 2Pt +2Dzze‘D2T sin(w/l— D22r*)—1
Zyo(7 ) _ v1-D7

* * 1 (45C)
Zogtat g 2D 4 pg7Daf cos(wll— D%r*)+1
—2 D, ( 2 )
. ﬁe sn| \1-D5r
Zyo(7 ) _ 2 (45d)

Zosat @ %P2l 4 g7 Pf cos(wll—Dzzr*)ﬂ

Offensichtlich existieren fiir beliebige Halbperiodendauern 7 Anfangsbedingun-
gen, die die Symmetriebedingungen erfillen. Bemerkenswerter Weise hangen
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die Anfangsbedingungen von D, als einzigem Systemparameter ab. Bild 8 zeigt
den Verlauf der Anfangsbedingungen zoo(r")/zoqa UNd Zoo(7")/Zogs in Ab-

hangigkeit von 7 fiir das Lenksystem nach Abschnitt 2.4.

0.2 } }
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l l
| |
t-—‘-’—.—.—.—.—.— ......... - - - - - -
| |
| |
| |
l l
b |
| |
8 l l
[ | | Z Z
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& : :
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l l
1.2 | |
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Bild 8: Anfangsbedingungen der zweiten Eigenbewegung nach
Gl. (47c) und (47d) fur das Lenksystem (D, =0,81)

Um die Halbperiodendauer r des Grenzzyklus zu bestimmen, muss noch die
Umschaltbedingung (31) bertcksichtigt werden. Mit der Modaltransformati-
on (19) und der Zeitnormierung (40) geht diese in die Form

Zio(r") _ 1 Zyo(T') Zyo(1')
Ip(Kyks +1) 10 = (KyJdz=Jy) +15(Kykgdy —J9)
® Zogat  +/(J1+J2) It Zygtat ° Zygtat
f1(T) fo(r)
(46)

Uber, wobei GI. (45a) bereits bertcksichtigt ist. Sofern diese Umschaltbedin-
gung unter Beriicksichtigung der GlIn. (45b) - (45d) eine Lésung 7 hat, ergibt
diese L6sung die halbe Periodendauer des Grenzzyklus.

Eine analytische Losung der Gl. (46) ist nicht bekannt. Bild 9 zeigt eine grafi-
sche Ldsung fur das Lenksystem nach Abschnitt 2.4, in der die linke und rechte
Seite fi(7) bzw. f(7) der Gl. (46) aufgetragen sind. Demnach hat die Um-
schaltbedingung in diesem Fall zwei Lésungen 7; und 7,. Die Lésung 7; be-
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Bild 9: Grafische Losung der modalen Umschaltbedingung (48) fur das
Lenksystem

schreibt einen instabilen und 7, einen stabilen Grenzzyklus. Die Existenz des

instabilen Grenzzyklus erklart die in der Einleitung erwdhnte Tatsache, dass
das Lenksystem ausreichend stark angeregt werden muss, damit ein Grenzzyk-
lus auftritt. Die halbe Periodendauer des tatséachlich auftretenden Grenzzyklus
ist nach Bild 9 also 7 =7, =1159 bzw. T"=1,21s; dieses Ergebnis stimmt mit

Bild 7 Uberein.

Auf numerische oder grafische Weise kann man untersuchen, fir welche Para-
meterwerte oder Parameterkombinationen die Umschaltbedingung (46) Losun-
gen hat, d.h. Grenzzyklen existieren. Beispielsweise ergibt sich fur die Regler-
vorhaltezeitkonstante 7, <0,55bzw. T <0,0575s als Bedingung fiir die Exis-

tenz eines Grenzzyklus, wenn die tbrigen Parameter nicht verandert werden.
Simulationsuntersuchungen ergeben hierfur die Bedingung T,S <0,058s. Diese

Ergebnisse stimmen sehr gut Uberein; die geringe Abweichung ist auf die An-
nahme zurlckzufiihren, dass die Stellgré3e umschaltet.

3.4 Existenz von Grenzzyklen

Bedingungen dafir, dass die Umschaltbedingung (46) eine Losung hat, sind
nicht bekannt. Deshalb wird im Folgenden qualitativ untersucht, wie die Sys-
temparameter die Existenz eines Grenzzyklus beeinflussen, d.h. ob ein Grenz-
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zyklus eher bei groRen oder kleinen Werten der verschiedenen Parameter auf-
treten kann.

Die rechte Seite der Umschaltbedingung (46), d.h. die Funktion f»(7) hangt von
den Anfangsbedingungen z,o(r) und zy, (7 ) der zweiten Eigenbewegung ab,

die durch die GIn. (45c) und (45d) gegeben sind. Diese Anfangsbedingungen
haben folgende, zum Teil unmittelbar einleuchtende Eigenschaften:

20 (7" =0)=0, (47a)
Logtat

(T

lim 20 =1 (47b)
Lo Logat
i*ﬂ(r* =0)=0 (47¢)
dr Zogat

sowie

207" =0)=0, (48a)
Lotat

(T

lim 20 =, (48b)
Lo Z2gat

d Zo ;" -g)<o. (48¢)
dr Zogat

AulRerdem ist

A 20(1) _ g0 Zo() (49)

Die Funktionen z,o(r )/ zygs Und Zoo(T' )/ Z,4y haben oszillierende Verlaufe,

wie Bild 10 fur verschiedene Werte des Dampfungsmalles D, zeigt. Damit ver-
lauft auch die Funktion f,(7) oszillierend, vgl. Bild 9, und es ist

fo(r =0)=0, (50a)
* K J _\]

lim fo(r')=-——2——. (50b)

I oo \/(‘]1 +J2)Jeff

Wegen der betrachtlichen Anzahl der Systemparameter ware es sehr aufwan-
dig, die Existenz von Lésungen der Umschaltbedingung (46) fur alle mdglichen
Parameterkombinationen zu untersuchen. Deshalb beschrankt sich die folgen-
de Diskussion auf in der Praxis haufig vorkommende Félle. Zunachst wird der
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Bild 10: Verlaufe der Anfangsbedingungen der zweiten Eigenbewegung
fur verschiedene Dampfungsmalie D,

Fall betrachtet, dass wie beim Lenksystem nach Abschnitt2.4 K;J,-J; >0
bzw. KyJ,/J;>1und ks=0ist. Dann ist

gf_ri(r* =0)>0 und (51a)
lim f2(z")<0. (51b)
T -0

Die Funktion fy(7) beschreibt immer eine Ursprungsgerade mit negativer Stei-
gung, s. GIn. (45b) und (46). Hat die Umschaltbedingung (46) Losungen bzw.
schneiden sich die Kurven von fi(7) und fx(7), muss der erste Schnittpunkt in
einem Bereich liegen, in dem f5(7) fallt, wie bei TI in Bild 9.

Damit kann der Einfluss des DampfungsmalRes D, abgeschétzt werden: Die
Funktion fy(7) ist vom DampfungsmaR D, unabhangig, fo(7) hangt jedoch tber
die Funktionen z(r" )/ zygs UNd Zoo(T )/ Zpgqy Stark von D, ab. Wie aus
Gl. (46) und Bild 10 ersichtlich, ist ein 7; entsprechender Schnittpunkt der
Funktionen bei kleinem Dampfungsmal leichter moglich als bei grol3em, da bei
kleinem D, das erste Minimum von zo/Zgs Und damit das erste Minimum von
fo(7) einen kleineren Wert hat. Damit treten bei kleinen Werten des Damp-
fungsmalles D, bzw. des Raddampfungskoeffizienten dg eher Grenzzyklen auf
als bei grof3en.
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Fur die Abschéatzung des Einflusses der weiteren Parameter auf die Existenz
von Grenzzyklen wird die Umschaltbedingung (46) unter Berticksichtigung der
GIn. (17) und (45b) in der Form

J J
1 * U 72_1 (T*) SKU Tz_l ,2 (T*)
2 ‘]3+[1+ ‘]3j‘]2 Zostat ‘]3.,_(1_,_ JSsz Zostat
% J1 Ji)Jd1 J; J )9
& a,

mit den Faktoren a, a; und a; geschrieben. Es ist immer a; > 0; in dem in der
Praxis wichtigen Fall, dass K J,/J;>1 und ks=01st, ist a; >0 und a, < 0.

Auf Grund der Art des ersten Schnittpunkts der Kurven von fy(7) und f5(7) ist es
fur die Existenz von LOsungen der Gl. (52) glinstig, wenn die Koeffizienten ag
und a; betragsméalig klein, a; aber grol3 sind. Dies ergibt sich insbesondere aus
der Beziehung (49). Des Weiteren ist zu berlcksichtigen, dass der Einfluss des
Faktors a, auf die Existenz von Lésungen geringer ist als die Einflisse der bei-
den anderen Faktoren, da nach Gl. (49) z'zo(r*)/zZStat bei den Minima von

zzo(r*)/ Zy4at VErschwindet.

Der Einfluss der normierten Reglervorhaltezeitkonstante 7p lasst sich damit in
dem bisher betrachteten Fall, dass a; > 0 und ks = O ist, leicht abschéatzen: Wenn
o klein ist, werden auch a und a, betragsmaliig klein; a; ist von 7p unabhangig.
Damit treten Grenzzyklen eher bei kleinen Werten von 7p bzw. der Regler-
vorhaltezeit Tp auf als bei grof3en.

Aus den Definitionen des Dampfungsmal3es D, in Gl. (27) und der normierten
Reglervorhaltezeit 7 ergibt sich aul3erdem, dass bei groRen Werten des effek-
tiven Tragheitsmoments Je, d.h. grof3en Tragheitsmomenten J;, J, und Js, mit
Grenzzyklen zu rechnen ist. Der Einfluss der Eigenfrequenz « und damit des
Radruckstellkoeffizienten cr ist anhand vorstehender Uberlegungen nicht ein-
deitig zu erfassen. Simulationsuntersuchungen zeigen, dass der Wert von cgrin
weiten Bereichen die Existenz von Grenzzyklen nicht beeinflusst, wohl aber ihre
Periodendauern und Amplituden.

GrolRe Werte des Faktors ks, der die Ableitung des Sollwerts im Regelgesetz (3)
gewichtet (0 < ks < 1), fihren zu grof3en Werten von ap und ay; & ist von ks unab-

hangig. Wegen des geringeren Einflusses von a; treten Grenzzyklen eher bei
kleinen Werten von ks auf als bei gro3en, wobei weiterhin von K J,/J; >1 aus-

gegangen wird. In der Tat zeigen Simulations- und Versuchsergebnisse, dass
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eine Erhdhung von ks eine sehr effektive Mdoglichkeit zur Vermeidung von
Grenzzyklen darstellt.

Grol3e Werte des Unterstutzungsfaktors Ky, vgl. Gl. (2), fihren bei kleinen Wer-
ten von ks hauptsachlich zu groRen Werten des Faktors a; bei geringem Einfluss
auf ap und a,. Also treten Grenzzyklen eher bei groRen Werten von Ky auf als
bei kleinen.

Schlief3lich hangt die Losbarkeit der Gl. (52) noch von den Tragheitsverhaltnis-
sen J»/J; und J3/J; ab. Es ist offensichtlich, dass kleine Werte des Tragheitsver-
haltnisses Js/J; zu betragsmaliig groRen Werten von a; und a, und damit wegen
des geringeren Einflusses von a, eher zu Grenzzyklen fuhren als grof3e. Der
Einfluss des Tragheitsverhaltnisses J,/J; héngt stark von anderen Parametern
ab: Ist Ky > 1+J3/J;, fuhren eher grof3e Werte von J,/J; zu Grenzzyklen, ansons-
ten eher kleine.

Sofern der bisher betrachtete Fall Ky;J,/J;>1 nicht vorliegt, ist die Existenz

von Grenzzyklen ziemlich unwahrscheinlich, da dann die Beziehung (51b) nicht
mehr gilt. Schnittpunkte der Funktionen fy(7) und fx(7) sind dann nur noch fiir
sehr kleine Werte des Dampfungsmaldes D, mdglich, d.h. wenn die Funkti-
on f(7) bzw. die Funktionen zyy(r )/ zygs UNd Zoo(T )/ Zpg Stark oszillieren,

vgl. Bild 10.

Zusammengefasst lauten die Ergebnisse obiger Diskussion: Die Gefahr der
Existenz von Grenzzyklen besteht, wenn

» das Dampfungsmal D, bzw. der Reifenddmpfungskoeffizient dg klein sind,
» die Reglervorhaltezeitkonstante Tp klein ist,

» der Unterstutzungsfaktor Ky grof3 ist,

» der Gewichtungsfaktor ks klein ist,

» das Massenverhaltnis Js3/J; klein ist,

* das Massenverhaltnis J,/J; grol3 und Ky > 1+J3/J; oder das Massenverhalt-
nis J»/J; klein und Ky < 1+J3/J; sind.

Der Radriickstellkoeffizient ck hat kaum einen Einfluss auf die Existenz von
Grenzzyklen. Deren Existenz héngt nicht vom Maximalwert unx der Stellgrof3e
ab, da die Umschaltbedingungen (46) bzw. (52) von diesem Parameter unab-
hangig sind. Ebenso sind die Umschaltbedingungen vom Reglerverstarkungs-
faktor Kp unabhéngig. Dies ist auf die Vereinfachung zuriickzufiihren, dass die
StellgroR3e umschaltet, und entspricht nicht ganz der Realitéat.
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Selbstverstandlich Uberlagern sich die Einflisse aller Parameter, und Grenzzyk-
len kdnnen auftreten, wenn einige der genannten Bedingungen nur schwach
erflllt sind. So ist z.B. beim Lenksystem nach Abschnitt 2.4 das Dampfungs-
mal mit dem Wert D, = 0,81 nicht klein (0 < D, < 1), jedoch sind einige der ande-
ren Bedingungen in sehr ausgepragter Weise erfillt, so dass Grenzzyklen exis-
tieren.

Zum Schluss dieses Abschnitts sei bemerkt, dass bei kleinen Werten des
Dampfungsmalles D, die Umschaltbedingungen (46) bzw. (52) mehr als zwei
Losungen haben kdnnen. Dann existieren mehr als zwei Grenzzyklen; aufein-
anderfolgende Lésungen r der Umschaltbedingungen entsprechen abwech-
selnd instabilen und stabilen Grenzzyklen.

3.5 Harmonische Balance

Die harmonische Balance ist ein bekanntes Naherungsverfahren zur Untersu-
chung von Grenzzyklen in nichtlinearen Standardregelkreisen nach Bild 6, s.
z.B. [13]. Die Nichtlinearitat wird naherungsweise durch ihre Beschreibungs-

funktion charakterisiert. Fir die Begrenzungskennlinie lautet die Beschreibungs-
funktion N(U,) in Abhangigkeit der Amplitude U, der unbegrenzten Stellgro3e

1 far aid < Umax

(53)

2

N(Ugy) =12 . u u u oA :

(Uia) =9 2] yresin max_ 4 —max_ |1—| —max fur G > Upax
n Uig Uig Uig

Im Rahmen des N&herungscharakters der harmonischen Balance geht man

davon aus, dass Grenzzyklen existieren, wenn die Gleichung der harmonischen

Balance

N(Uig)[G(jw) +1=0 bzw. G(ja) =-YN(Gqy) (54)

Ldsungen hat; G(j«) ist der komplexe Frequenzgang des linearen Teilsystems,
d.h. der Ubertragungsfunktion (14). Die Existenz von Losungen wird mit dem
Zweiortskurvenverfahren untersucht.

Bild 11 zeigt die Ortskurven des Frequenzgangs G(j«) der in Abschnitt 2.4 an-

gegebenen Ubertragungsfunktion G(s) und der negativ inversen Beschreibungs-
funktion —1/N(U,4) nach Gl. (53).

Die Ortskurven von G(ja) und von —1/N(G;y) haben zwei Schnittpunkte bei den
Kreisfrequenzen w, und w,. Nach den bekannten Kriterien fur die Stabilitat
von Grenzzyklen repréasentiert der Schnittpunkt bei w, einen instabilen, der
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Bild 11: Ortskurven von G(ja&) und -1/ N(Gid) in der komplexen Zah-

lenebene

Schnittpunkt bei w, einen stabilen Grenzzyklus. Die Kreisfrequenz wz musste
also der im Abschnitt 3.3 bestimmten halben Periodendauer T entsprechen.

Eine numerische Berechnung ergibt die Kreisfrequenz a)z =3,29rad/s bzw. die

halbe Periodendauer T =0,95s des stabilen Grenzzyklus. Dieser Wert von T
weicht deutlich von dem in Abschnitt 3.3 berechneten und durch Bild 7 bestatig-
ten Wert ab. Die Ungenauigkeit ist im Naherungscharakter der harmonischen
Balance begrtindet, der hier deutlich zur Geltung kommt, da der Zahlergrad der
Ubertragungsfunktion G(s) nur um eins groRer ist als der Nennergrad bzw. der
Amplitudengang von G(s) recht flach verlauft.

Die harmonische Balance gibt den realen Sachverhalt qualitativ richtig wieder:
Es existiert ein stabiler und ein instabiler Grenzzyklus; der stabile Grenzzyklus
stellt sich ein, wenn das Lenksystem ausreichend stark angeregt wird. Deshalb
wird im Folgenden mit der harmonischen Balance weiter untersucht, unter wel-
chen Bedingungen Grenzzyklen existieren. Diese Untersuchung wird qualitativ
durchgefihrt; der hohe Aufwand einer quantitativen Untersuchung erscheint in
Anbetracht des Naherungscharakters der Methode nicht gerechtfertigt.

Die Ortskurve von G(j«) hat i.a. folgende Eigenschaften, die sich aus Gl. (14)
und Abschnitt 2.4 ergeben:
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» Die Ortskurve von G(j«) verlauft fur kleine Werte von wim dritten Quadran-
ten der komplexen Zahlenebene gegen Unendlich, wobei wie bei doppelt in-

tegrierenden Systemen Ublich lim M:O ist. FUr die Phasenver-
w-0Re{G(jw)}

schiebung ¢(w = 0G(j ) gilt damit Iim0¢(a)) =-180°.
w -

e Esist IimG(jw)=0 und lim ¢(w)=-90°, da G(s) minimalphasig ist. Fur
W — 00

w—
grof3e Werte von wverlauft die Ortskurve von G(j«) also in der unteren Half-
te der komplexen Ebene und endet mit senkrechter Tangente im Ursprung.

* Im Bereich mittlerer Kreisfrequenzen w hat die Ortskurve keinen oder zwei
Schnittpunkte mit der reellen Achse.

Die Ortskurve von —1/N(U;q) hat immer den in Bild 11 gezeigten Verlauf. Sie
beginnt fir G,y =0 im Punkt (-1, 0) und l&uft fir zunehmende Amplituden U,y auf
der reellen Achse nach links.

Die Ortskurven von G(ja) und von -1/N(G,4) schneiden sich demnach, d.h.
Grenzzyklen kdnnen existieren, wenn die Ortskurve von G(j«) die reelle Achse
zweimal schneidet. Ein Teil der Ortskurve von G(ja) verlauft dann im vierten
Quadranten der komplexen Zahlenebene, und die Phasenverschiebung ¢(«&)

fallt unter -180°. AulRerdem missen beide Schnittpunkte der Ortskurve mit der
reellen Achse links vom Punkt (-1, 0) liegen®.

Um zu tberprifen, wann solche Schnittpunkte existieren konnen, wird die Uber-
tragungsfunktion G(s) des linearen Teilsystems durch Ausmultiplizieren der mo-
dalen Darstellung (30) bestimmt. Mit den Ein- und Ausgangsvektoren b, c'Tp

und ¢ nach den GIn. (22) bzw. (24) erhalt man

(Ky +1) +Tp (Kyks +D)s

G(s) =K
] (31 +3y)8°
Gy(s)
K -J;)+ -
~Kp 312 Ky Ja 231) To(Kyksdy —Jy)s (55)
(J1+32)" et 5% +2D, 0,5+

Gy(9)
Durch kleine Werte des Verstarkungsfaktors Kp kann der Amplitudengang von

G(s) offensichtlich immer so stark abgesenkt werden, dass eventuelle Schnitt-
punkte der Ortskurve von G(ja) mit der reellen Achse rechts vom Punkt (-1, 0)

®> Schneidet die Ortskurve von G(ja) die reelle Achse je einmal links und rechts des Punkts

(-1, 0), ist das Lenksystem ohne Stellgré3enbegrenzung nach dem Nyquistkriterium instabil.
Dies ist voraussetzungsgemal ausgeschlossen.
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liegen und somit keine Grenzzyklen existieren durften. Bei dem Lenksystem
musste nach Bild 11 Kp hierfiir stark verringert werden, wodurch die stationére
Genauigkeit der Regelung beeintrachtigt wiirde. Interessanter ist daher die Fra-
ge, unter welchen Bedingungen die Phasenverschiebung ¢ <-180° wird. Dies
wird im Folgenden untersucht.

Nach Gl. (55) stellt die Ubertragungsfunktion G(s) die Summe der Ubertra-
gungsfunktionen G;(s) und Gyx(s) dar, die den Einfluss der beiden Eigenbewe-
gungen auf das Ubertragungsverhalten wiedergeben. Bild 12 zeigt die Fre-
quenzgange der Ubertragungsfunktionen Gy(s) und Gy(s) sowie der Gesamt-
Ubertragungsfunktion G(s) flr das Lenksystem nach Abschnitt 2.4 in Form eines
Bodediagramms.

10*

10°

10

107

-90

-180

-270

e[

-360

-450 S S —— A
10° 10 10 10
w [rad/s]

Bild 12: Bodediagramm der Ubertragungsfunktionen G(s), Gi(s) und
Gg(s) fur das Lenksystem

Zunachst werden die Frequenzgénge von G;(s) und Gy(s) betrachtet. Amplitu-
den- und Phasengang von G;(s) haben i.a. folgende Eigenschaften:

« AW =[G (jw)| - o fir « - 0.
* A(w fallt mit der Steigung -2 fur kleine Frequenzen w und mit der Stei-
gung -1 fur grol3e Frequenzen w

» Fur die Phasenverschiebung ¢;(w) =0G;(jw) gilt
$,(0) =-180° < @1 () < —90° = |lim ¢ () .
W — 00
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Der Amplitudengang von Gx(s) hat i.a. folgende Eigenschaften:

_[Kpduky 32 - 30|
‘ (Jp+32) Jest 03 ‘

* A (w) hat die Steigung O fur kleine Frequenzen w und fallt mit der Stei-

© A0 =[G,(0)

gung -1 fur grol3e Frequenzen w
Beim Phasengang ¢,(w) =0G,(jw) sind folgende Falle zu unterscheiden:
a) Fur KyJ,—-J;<0 und damit auch KykgJ, —J; <0 ist Gy(s) minmalphasig,
und es ist ¢,(0)=0, lim ¢,(ew)=-90° und 0=¢,(w)=-180°. Dieser Fall
W — 00

schliel3t Ky <0 ein.
b) Fur KyJ,—J3;>0 und KykgJ, —J; <0 ist Gy(s) nicht minmalphasig, und es
ist @,(0)=-180°2¢,(w) =2 -450° = lim ¢,(w). In diesem Fall, der bei dem
w -

Lenksystem vorliegt, vgl. Bild 12, ist K; >0.
c) Fur KyJ,—=J;>0 und Kykgl, —J; >0 ist Gy(s) minmalphasig, und es ist
$,(0)=-180°, |im ¢,(w)=-270° und -180°=¢,(w)=-360°. Auch in die-
w—

sem Fall ist Ky >0.

Von den Frequenzgangen von G(s) und
Gz(s) kann auf den Frequenzgang der Ge-
samtubertragungsfunktion G(s) geschlossen
werden. Dafir missen die komplexen Fre- A
guenzgange von G;i(s) und Gy(s) vektoriell

addiert werden, wie Bild 13 zeigt. Fur die P2
Untersuchung, wann die Ortskurve von G(s) A AL

die reelle Achse schneidet, ist es hilfreich, @

wenn man vom Phasengang von G(s) aus- ¢1/ I;e

geht und Uberlegt, wie dieser durch die pa-
rallel geschaltete Ubertragungsfunktion Gy(s)
verandert wird. Die Anderung A¢g kann mit
Hilfe der Tangensformel [15] berechnet werden, hier reicht jedoch eine an-
schauliche Betrachtung.

Da A(w) » o fir a - 0, geht ¢(w) - ¢(w) fir « - 0; d.h. ¢(0) =-180°, wie

oben erwédhnt. Au3erdemist lim ¢(w)=-90°.
w— 0

Bild 13: Vektorielle Addition
komplexer Frequenzgénge

Die oben genannten Falle des Phasengangs von Gy(s) sind wiederum zu unter-
scheiden:
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a) Fur die Phasenverschiebung gilt —180° < ¢(a) < —90°. Damit hat die Ortskur-

ve von G(j &) keine Schnittpunkte mit der reellen Achse, und es durften keine
Grenzzyklen existieren. Dies stimmt mit den Ergebnissen des vorhergehen-
den Abschnitts tberein.

b) Die Phasenverschiebung ¢(w) kann unter -180° fallen; Grenzzyklen sind
wie beim Lenksystem moglich.

c) Die Phasenverschiebung ¢(w) kann ebenfalls unter —180° fallen; Grenzzyk-
len sind moglich.

Anhand der Gl. (55) kdnnen fur die Falle b) und c) weitergehende Schlussfolge-
rungen fur die Existenz von Grenzzyklen gezogen werden. Dabei spielt die Eck-

frequenz der Ubertragungsfunktion G;(s) eine wichtige Rolle. Ist diese Eckfre-
quenz grol3, steigt die Phasenverschiebung ¢;(w) erst bei hohen Frequenzen w

an. Damit kann die Phasenverschiebung ¢(«) durch den Einfluss von Gy(s)

leichter unter —180° fallen, und es ist eher mit Grenzzyklen zu rechnen als bei
niedrigen Eckfrequenzen von G4(3).

Grol3e Eckfrequenzen von Gs(s) ergeben sich nach Gl. (55) bei kleinen Werten
der Vorhaltezeitkonstante Tp und des Gewichtungsfaktors ks sowie bei grof3en
Werten des Unterstutzungsfaktors Ky. Dann ist also eher mit Grenzzyklen zu

rechnen als in den umgekehrten Fallen. Diese Parameter beeinflussen zwar
auch die Phasenverschiebung ¢,(w), ihr Einfluss auf ¢,(w) Uberwiegt jedoch.

Der Einfluss des Gewichtungsfaktors ks auf die Existenz von Grenzzyklen wird
dadurch verstarkt, dass bei grol3en Werten von ks eher Fall c) vorliegt, in dem
die Phasenverschiebung ¢,(w) betragsmafiig tendenziell kleiner ist als im
Fall b). Dies erklart, dass eine Erhdhung von ks eine sehr wirkungsvolle Maf3-
nahme zur Vermeidung von Grenzzyklen darstellt, wie bereits im vorherigen
Abschnitt festgestellt. GroRe Werte von Ky fuhren auf3er zu einer hohen Eckfre-
quenz von Gy(s) auch zu hohen Amplitudenverstarkungen von Gy(s) und Gy(s);
Schnittpunkte der Ortskurve von G(j«) mit der reellen Achse liegen damit bei
grof3en Werten von Ky eher links vom Punkt (-1, 0) als bei kleinen Werten von
Ku. Dieser Effekt verstarkt den Einfluss von Ky auf die Existenz von Grenzzyk-
len.

Bei kleinen Werten des Dampfungsmalfies D, hat der Amplitudengang von Gy(s)

eine Resonanziberhdéhung und damit im Bereich der Resonanzfrequenz grol3e
Werte. Die Phasenverschiebung ¢,(w) ist in den Fallen b) und c) bei der Reso-

nanzfrequenz kleiner als -180°. Damit kann auch die Phasenverschie-
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bung ¢(«) im Bereich der Resonanzfrequenz leicht unter —-180° fallen, so dass
bei kleinen Werten des Dampfungsmalies D, mit Grenzzyklen zu rechnen ist.

Diese Schlussfolgerungen entsprechen den Ergebnissen des vorhergehenden
Abschnitts. Die Einfllisse der Tragheitsmomente auf die Existenz von Grenzzyk-
len sind mit der Vorgehensweise des vorigen Abschnitts leichter abzuschéatzen;
deshalb soll auf diese Abschatzung hier verzichtet werden. Obige Uberlegun-
gen zeigen wiederum die grof3e Bedeutung der zweiten Eigenbewegung des
Lenksystems fir die Existenz eines Grenzzyklus, die schon in den Abschnit-
ten 3.1 und 3.2 deutlich wurde.

Auf zwei Unterschiede zu den Ergebnissen des vorigen Abschnitts sei hinge-
wiesen:

» Der Einfluss des Verstarkungsfaktors Kp auf die Existenz von Grenzzyklen
kann nur mit der harmonischen Balance erfasst werden. Durch die Annah-
me, dass die StellgroRe zwischen den begrenzten Werten umgeschaltet
wird, geht der Einfluss von Kp in der Berechnung von Abschnitt 3.3 verloren.

* Auf Grund der Eigenschaften der Ortskurve von G(j«) findet man mit der
harmonischen Balance hdchstens einen stabilen und einen instabilen
Grenzzyklus. Wenn das Dampfungsmald D, sehr klein ist, kénnen jedoch
mehrere stabile und instabile Grenzzyklen existieren. Mit der Methode von
Abschnitt 3.3 kdonnen alle Grenzzyklen gefunden und ihre Periodendauern
berechnet werden, mit der harmonischen Balance jedoch nicht.

4 Vermeidung der Grenzzyklen

Es gibt zwei grundsatzliche Moglichkeiten, um durch StellgréRenbegrenzungen
verursachte Grenzzyklen in Regelkreisen zu vermeiden: Man kann versuchen,
die Regelung so auszulegen, dass keine Grenzzyklen auftreten [16], oder man
kann die Regelung um Komponenten erweitern, die speziell die Stellgr63enbe-
grenzung bertcksichtigen und nur bei einer tatsachlichen Begrenzung der
StellgroRe wirken.

Die Untersuchungen des vorhergehenden Abschnitts zeigen, dass bei dem
Lenksystem die erste Mdglichkeit grundséatzlich besteht; insbesondere kénnen
die Reglervorhaltezeitkonstante Tp und der Gewichtungsfaktor ks fir die Ablei-
tung des Sollwerts so gewahlt werden, dass keine Grenzzyklen existieren. Wie
in Abschnitt 2.1 erlautert, missen jedoch samtliche Reglerparameter so festge-
legt werden, dass im Normalbetrieb die Anforderungen an das Regelverhalten
erfillt werden. Anderungen der fiir den Normalbetrieb festgelegten Werte sind
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hdchstens in geringem Mal} zuléssig, da sonst das Regel- und das Fahrverhal-
ten splrbar beeintrachtigt werden. Damit kommt diese Mdglichkeit hier nicht in
Betracht. Die Verwendung dynamischer Kompensationsglieder im Regelkreis,
um Grenzzyklen zu vermeiden [14], erscheint aus demselben Grund problema-
tisch.

Die zweite Mdoglichkeit zur Vermeidung von Grenzzyklen beeintréchtigt das
Verhalten des Lenksystems im Normalbetrieb nicht. Allerdings kommt diese
MalRnahme in der Regel in Kombination mit dynamischen Reglern zur Anwen-
dung, vgl. [4]-[8], weshalb sie auch als Antiwindup-MalRnahme bezeichnet wird.
Wie in Abschnitt 2.1 erwahnt, wird fir das Lenksystem als Regler eine statische
Ausgangsruckfuhrung ohne dynamische Anteile verwendet. Die bekannten An-
tiwindup-MalRBnahmen mussen deshalb auf den Fall statischer Regler Ubertra-
gen werden.

Diese Ubertragung wird im Folgenden beschrieben. Das Ergebnis ist die in [9]
vorgeschlagene MalRnahme zur Vermeidung von Grenzzyklen, deren Wirksam-
keit anhand eines Simulationsergebnisses gezeigt wird. Anschlie3end wird ihre
Wirkungsweise mit Hilfe der harmonischen Balance analysiert. Die dabei ge-
wonnene Erkenntnis fuhrt zu einer Weiterentwicklung des Vorschlags aus [9].

4.1 MalRnahme zur Vermeidung der Grenzzyklen

Wie erwahnt, wird als Motorlageregler ein PD-Regler verwendet, vgl. Bilder 3
und 4; Gl. (3) beschreibt das Regelgesetz. Bild 14a zeigt ein ausfuhrliches
Blockschaltbild des Reglers. Um bekannte Antiwindup-MalRnahmen anwenden
zu konnen, die fur den Fall dynamischer Ruckfiihrungen konzipiert sind, wird

o Uid
a) 2s Ko i

o

ksd/dt

Uig
[dt pOo» Ko >

i

Bild 14: a) PD-Motorlageregler, b) Aquivalenter PI-Regler

5
0) 7% ot

29



der PD-Lageregler als Pl-Geschwindigkeitsregler betrachtet; das entsprechen-
de Blockschaltbild zeigt Bild 14b.

Dieser Pl-Regler kann erweitert werden, so dass ein Windup des I-Anteils bei
Begrenzung der Stellgrofe und dadurch verursachte Grenzzyklen vermieden
werden. In [6] ist der Entwurf von Antiwindup-Erweiterungen sowohl fir einfa-
che Regler mit I-Anteil als auch fur allgemeine dynamische Regler ausfuhrlich
dargestellt. Im hier vorliegenden Fall eines PI-Reglers ist die Bild 15a gezeigte
Reglerstruktur zu verwenden. Die unbegrenzte Stellgrol3e des erweiterten Reg-
lers wird mit ue bezeichnet.

Au

a) UTe

d/dt [ dt

Au
b) L» UTe » [dt

Ke

ksd/dt Kelb

Bild 15: a) PI-Regler mit Antiwindup-Erweiterung
b) Aquivalenter PD-Regler mit Antiwindup-Erweiterung (unvollstandig)

Der Regler wird zunachst um ein Modell der Stellgrél3enbegrenzung erweitert,
das die begrenzte Stellgrof3e u bestimmt. Die Differenz Au = u— ue zwischen der
begrenzten und unbegrenzten Stellgrof3e wird mit dem Verstarkungsfaktor 1/Tg
gewichtet und zum Eingang des Integrierers zurickgefuhrt. Wenn die Stellgro-
3e nicht begrenzt wird, ist die Differenz Au = 0, und ihre Ruckfiihrung beeinflusst
die Integration nicht. Ist jedoch die Stellgréf3enbegrenzung wirksam, passt die
Ruckfuhrung von Au den Zustand x des Integrierers an die begrenzte Stellgré-
3e u an. Der Zustand x schwingt dadurch im Fall einer konstanten Regelabwei-
chung auf einen begrenzten Wert ein und nimmt nicht beliebig grol3e Werte an,
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wie es ohne die Ruckfuhrung von Au der Fall ware. Die Dynamik dieses Ein-
schwingens ist durch die Folgezeitkonstante Tg bestimmt.

Die Antiwindup-Erweiterung muss an den real verwendeten PD-Regler ange-
passt werden. Der PD-Regler wird hierfir um einen Integrierer erweitert, tber
den die Differenz Au ruckgefuhrt wird, wie in Bild 15b dargestellt. Obwohl beim
PD-Regler kein Regler-Windup mdoglich ist, wird diese Mal3hahme aus Konsis-
tenzgrunden trotzdem Antiwindup-Erweiterung genannt.

Mit dem Zustand x des Integrierers lautet das Regelgesetz nun
Ue = Uig +X=Kp (105 = 3y +Tp (Ksdps ~ F)] + X, (56)

wobei
X=1/Tg [u—uyg) (57)

ist. Aus Gl. (57) erkennt man, dass bei dieser Regelungsstruktur im stationaren
Zustand die unbegrenzte Stellgré3e ue gleich grol3 ist wie die begrenzte Stell-
grofl3e u bzw. exakt auf den begrenzten Wert u einschwingt. Die Dynamik des
Einschwingens wird nach wie vor von der Folgezeitkonstante Tg bestimmt.

Die Ruckfuhrung der Differenz Au nach Bild 15b fuhrt zu einem konstanten Zu-
stand x des Integrierers und damit zu einem Offset des Motorwinkels, nachdem
die StellgroRenbegrenzung wirksam, d.h. Au# 0 war. Dadurch steht beim Lenk-
system das Lenkrad nicht in Mittelstellung, wenn das Fahrzeug geradeaus fahrt;
dies ist selbstverstandlich nicht akzeptabel. Der Zustand des Integrierers x
muss deshalb auf den Wert Null zuriickgesetzt werden, wenn die Stellgrof3en-
begrenzung nicht wirksam ist. Aus Grinden der Einfachheit erfolgt das Ruck-
setzen mit PT;-Verhalten. Der Ausgang des Integrierers wird hierfir mit dem
Verstarkungsfaktor -1/Tr zum Eingang ruckgefihrt; Tr ist die Ricksetzzeitkon-
stante.

Bild 16 zeigt die Antiwindup-Erweiterung mit dem Rucksetzen des Integrierers.
Dieses Blockschaltbild beschreibt die vollstandige Antiwindup-Erweiterung des
PD-Reglers. Fir den Zustand des Integrierers gilt nun
_ {1/TF [u-ug) wenn Au=u-u,#0
X= :

(58)
-1/TrXx  wenn Au=0

Das Umschalten des Integrierereingangs lasst sich bei einer digitalen Realisie-
rung des Reglers, auf die in diesem Bericht nicht weiter eingegangen wird,
leicht darstellen.

31



L 4
L Auz0 | Au —24
UTe —e i "
o,
r AUTg —e@ "
fe) Ui u u
2s KP d e

Bild 16: PD-Motorlageregler mit vollstandiger Antiwindup-Erweiterung

Bild 17 zeigt die Simulation eines Einschwingvorgangs des Lenksystems nach
Abschnitt 2.4 mit der Antiwindup-Erweiterung nach Bild 16. Als Antiwindup-
Parameter werden die Werte Tr = 0,025 s und Tz = 0,5 s verwendet®. Mit den An-
fangsbedingungen in Bild 17 wirde sich ohne die Antiwindup-Erweiterung der in
Bild 7 dargestellte Grenzzyklus einstellen.

! | | | |
1 1 1 —
: : : | mm——— 5
0.5 "N T S . ' 2 4
| | | i %
<) : ‘ ‘ 1
E .-“Yiai%;.;iir-ﬂiiioitb --------- il X 3
— e mee=- - - == |
W™ -e | |
1 1
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E ? ?
E | |
> : :
,,,,,,,,,,, R
1.5 2 2.5
t[s]
Bild 17: Einschwingvorgang des Lenksystems mit der Antiwindup-
Erweiterung

®  Aus numerischen Griinden wird das Umschalten des Integrierereingangs nach Gl. (58) zeit-

diskret mit einer Abtastzeit von 4 ms realisiert.
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Zu Beginn des Einschwingvorgangs ist die Stellgrél3enbegrenzung wirksam. In
Folge der Antiwindup-Erweiterung unterschreitet die Stellgro3e aber bald den
Wert unax. Danach wird die Stellgrof3e nicht mehr begrenzt, sie nimmt rasch
kleine Werte an. In der Folge schwingen der Lenkrad- und Motorwinkel & bzw.
0, auf den stationaren Endwert Null ein mit der durch die Ricksetzzeitkonstan-
ten Tr bestimmten Dynamik. Eine kleinere Rulcksetzzeitkonstante wirde ein
schnelleres Einschwingen ergeben, jedoch wiirde dann die StellgréRe am An-
fang mehrfach zwischen den Werten tumn, wechseln und das Einschwingen
unruhiger verlaufen.

Das Simulationsergebnis von Bild 17 zeigt die Wirksamkeit der Antiwindup-
MalRnahme nach [9] bzw. Bild 16.

4.2 Untersuchung der Antiwindup-Erweiterung

Die harmonische Balance gibt trotz ihres Né&herungscharakters die Bedingun-
gen fur die Existenz von Grenzzyklen qualitativ richtig wieder. Deshalb wird die-
se Methode verwendet, um die Wirkungsweise der Antiwindup-Erweiterung ge-
nauer zu untersuchen. Entscheidend fur die Vermeidung von Grenzzyklen ist
die integrierende Ruckfiihrung der Differenz Au zwischen der begrenzten und
unbegrenzten Stellgrél3e nach Bild 15b. Das Ricksetzen des Integrierers, vgl.
Bild 16, spielt hierfir keine Rolle und wird im Folgenden nicht beriicksichtigt.

Wenn das Modell der Stellgré3enbegrenzung, um das der Regler erweitert wird,
mit der tatsachlichen StellgroRenbegrenzung tbereinstimmt, kann der Regel-
kreis mit Antiwindup-Erweiterung in Form eines linearen Standardregelkreises
dargestellt werden, wie in Bild 18 gezeigt. Die Ubertragungsfunktion G(s) ist
durch die GIn. (14) bzw. (30) bestimmt und beschreibt das in Bild 6 wiederge-
gebene lineare Teilsystem. Die Antiwindup-Erweiterung fuihrt zu einem erweiter-
ten linearen Teil- Au
system, das aus = » UTes X
dem Ubertra-
gungsglied mit u u U
der Ubertra- - /‘T/_> G(s) %0
gungsfunktion ~Ue
G(s) und dem pa-
rallel geschalte- | Bild 18: Nichtlinearer Standardregelkreis mit Antiwindup-
ten Integrierer | Erweiterung

besteht. Es wird durch die Ubertragungsfunktion
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—ue(s):G(S) Tes 1

Ge(s) =
e(®) u(s) 1+Tes 1+Tgs

(59)

beschrieben.

Durch die Antiwindup-Erweiterung wird die Ubertragungsfunktion G(s) also
zweifach veréndert: G(s) wird mit dem Faktor Tgs/(1+Tgs) multipliziert. Dieser
Faktor beschreibt ein DT1-Verhalten und bewirkt eine Anhebung der Phasen-
verschiebung; unterhalb seiner Eckfrequenz ar = 1/Tr hebt er die Phasenver-
schiebung um ca. 90° an. Zudem wird die Ubertragungsfunktion 1/(1+Tgs) sub-

trahiert, die ein PT1-Verhalten beschreibt.

Bild 19 zeigt das Bodediagramm der erweiterten Ubertragungsfunktion Ge(s) im
Vergleich zur urspriinglichen Ubertragungsfunktion G(s) fiir das Lenksystem
nach Abschnitt 2.4 sowie der Folgezeitkonstanten T = 0,025 s bzw. der Eckfre-
quenz «r =40rad/s. Man erkennt, dass der Phasengang von G¢(s) vollstandig
oberhalb von —180° verlauft. Nach den Uberlegungen von Abschnitt 3.5 schnei-
det die Ortskurve von G(s) die reelle Achse damit nicht, und es sollten keine
Grenzzyklen existieren.

10*

-135

ol

-180

-225 ‘ L ‘ L ‘ L
10° 10 10 10

w [rad/s]
Bild 19: Bodediagramme des linearen Teilsystems mit und ohne Anti-
windup-Erweiterung

Es zeigt sich, dass fur die Vermeidung der Grenzzyklen hauptsachlich die Pha-
senanhebung verantwortlich ist, die durch die Multiplikation von G(s) mit dem

34



Faktor Tgs/(1+Tgs) zustande kommt. Die Subtraktion von 1/(1+Tgs) ist dem-

gegenuber unerheblich; sie bewirkt eine leichte Phasenabsenkung im Bereich
der Eckfrequenz und ist fur die Abweichung der Amplitudengénge von G¢(s) und
G(s) bei hohen Frequenzen verantwortlich.

Mit dieser Untersuchung ist die Wirkungsweise der Antiwindup-Erweiterung mit
Hilfe der harmonischen Balance gezeigt. Aus der Analyse kann folgende Regel
zur Festlegung der Folgezeitkonstanten Tg abgeleitet werden: T ist so zu wah-
len, dass die Eckfrequenz «t = 1/Tr oberhalb des Frequenzbereichs liegt, in
dem die Phasenverschiebung von G(s) ¢(w) = 0G(j &) < -180° ist.

4.3 Weiterentwicklung der Antiwindup-Erweiterung

Auf Basis obiger Ergebnisse kann die Antiwindup-MalRnahme nach [9] weiter-
entwickelt werden. Die Erweiterung nach Bild 18 wird verallgemeinert, indem
der Integrierer, der dem linearen Teilsystem mit der Ubertragungsfunktion G(s)
parallel geschaltet ist, durch ein lineares Ubertragungsglied mit der allgemeinen
Ubertragungsfunktion Gy(s) ersetzt wird. Die Ubertragungsfunktion des linearen
Teilsystems mit der Erweiterung lautet dann

—ue(s):G(S) 1 Gp(9

Ge(s) = .
u(s) 1+Gp(s) 1+G,(9)

(60)

Wie oben erlautert, besteht die Hauptwirkung der Erweiterung darin, dass die

Phasenverschiebung von G(s) durch Multiplikation mit dem Faktor
1

Gan(S) = Fp(s) (61)

angehoben wird. Mit der Phasenverschiebung ¢,(w)=0UG,(jw) des parallel-

geschalteten Ubertragungsglieds ist die Phasenverschiebung des multiplikati-
ven Faktors

—sing,(a)
\1/ G, (w)\ +cosg , ()

Pan(@) = UGy, (jaw) =arctan (62)
Damit  @,n(w)>0 ist, muss ¢ (w)<0 sein. Es ist glnstig, wenn
—90° < ¢, (w) <0 ist, da dann der Nenner in Gl. (61) sicher positiv ist. Damit bie-

tet sich als Alternative zum Integrierer ein PT1-Glied mit der Ubertragungsfunk-
tion Gy(s) = Ax/(1+Tps) als parallel geschaltetes Ubertragungsglied an. Der mul-
tiplikative Faktor ist dann

1 1+Tys

Con(97 1+T, /(L+kp)s

(63)

1+Kp
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Diese Ubertragungsfunktion beschreibt ein PDT1-Verhalten mit den Eckfre-

quenzen ar1 = UTp und aks = (1+4p)/Tp = (1+4p) ak1 und der Phasenverschiebung
0< @ n(w) <90°.

Mit dem parallel geschalteten PT1-Glied ist die Ubertragungsfunktion, die in
Gl. (60) subtrahiert wird

Gp(8) _ 4p . 1 |

1+Gp(s) 1+k, 14T, /(L+kp)s

(64)
p

Sie beschreibt ein PT1-Verhalten mit der Eckfrequenz ag».

Fur das Lenksystem nach Abschnitt 2.4 wird wie zuvor die obere Eckfrequenz
ar; = 40 rad/s gewahlt. Sie liegt oberhalb des Bereichs, in dem die Phasenver-
schiebung ¢(«) = 0G(j ) < -180° ist, vgl. Bild 12. Die untere Eckfrequenz sei um
einen Faktor zehn niedriger a1 = 4 rad/s. Damit ergeben sich die Parameter des
PT1-Glieds zu x,=9 und T, =0,25s. Mit diesen Eckfrequenzen liegt die maxi-
male Phasenanhebung bei der Frequenz w=. wg e, =12,7radls, d.h. in der
N&he des Minimums der Phasenverschiebung ¢(«); dies ist fur die Vermeidung
von Grenzzyklen ginstig.

Die Eckfrequenz des zu subtrahierenden Anteils nach Gl. (64) ist ebenfalls
ar, =40rad/s. Der Anteil bewirkt eine leichte Absenkung der Phasenverschie-
bung ¢.(w) im Bereich der Eckfrequenz at» und beeintrachtigt die Wirkung der

Antiwindup-Erweiterung nur unwesentlich.

Bild 20 zeigt das Bodediagramm der erweiterten Ubertragungsfunktion Ge(s) mit
dem parallel geschalteten PT1-Glied im Vergleich zur urspriinglichen Ubertra-
gungsfunktion G(s) des linearen Teilsystems. Der Phasengang von Gg(s) verlauft
wie gewulnscht vollstandig oberhalb von —180°.

In Bild 21 ist ein Einschwingvorgang des Lenksystems mit dem parallel geschal-
teten PT1-Glied als Antiwindup-Erweiterung gezeigt. Die Anfangsbedingungen
sind gleich gewéhlt wie beim Einschwingverhalten mit der urspringlichen Erwei-
terung, vgl. Bild 17. Es tritt kein Grenzzyklus auf.

Ein Vergleich der Bilder 17 und 21 zeigt, dass mit beiden Varianten der Anti-
windup-Erweiterung vergleichbare Ergebnisse erzielt werden. Bei der Erweite-
rung mit dem PT1-Glied verlauft die StellgréRe etwas unruhiger, die Winkel er-
reichen etwas schneller ihren stationdren Endwert. Diese Unterschiede sind
hauptsachlich auf die gewahlten Werte der Antiwindup-Parameter zurtickzufiih-
ren.
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Bild 20: Bodediagramme des linearen Teilsystems mit parallel geschal-
tetem PT1-Glied zur Antiwindup-Erweiterung und ohne Erweiterung
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Bild 21: Einschwingvorgang des Lenksystems mit dem parallel geschal-
teten PT1-Glied als Antiwindup-Erweiterung
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Auf Grund obiger Ergebnisse kdnnen die beiden Varianten der Antiwindup-
Erweiterung als gleichwertig angesehen werden. Ein Vorteil der Erweiterung mit
PT1-Glied besteht darin, dass das PT1-Glied nicht zuriickgesetzt werden muss,
nachdem die Stellgrél3enbegrenzung wirksam war. Das in Bild 16 gezeigte Um-
schalten entfallt dadurch.

In [7] wird vorgeschlagen, das lineare Teilsys-
tem so auszulegen, dass die Ortskurve seines
Frequenzgangs Ge(ja) aulRerhalb des in

Bild 22 schraffierten Bereichs verlauft. Fur
groRRe Betrage |G(jw)|>>1 ergibt sich daraus

far die Phasenverschiebung ¢.(w) des linea-

ren Teilsystems die Forderung, dass
140° < ¢ (w) <-140° sein soll. Diese Forde-

Bild 22: Sperrbereich fur
rung ist mit einem parallel geschalteten PT1- | komplexe Ortskurve nach [7]

Glied nicht zu erfullen, da dann

lim ¢, =-180° ist. Soll die Antiwindup-Erweiterung nach dem Vorschlag in [7]
w-0

ausgelegt werden, muss die urspringliche Variante mit parallel geschaltetem

Integrierer verwendet werden, bei der lim ¢, =-90° ist. Bild 19 zeigt, dass mit
w-0

dieser Antiwindup-Erweiterung obige Forderung an die Phasenverschiebung
¢o(w) erfullt wird, und man kann tberprifen, dass die Ortskurve von Gj ) au-

Rerhalb des schraffierten Bereichs in Bild 22 verlauft.

Eine weitere Verbesserungsmdglichkeit der Antwindup-Erweiterung ware, das
Modell der StellgroRRenbegrenzung an die tatsachliche Begrenzung anzupas-
sen. Bei dem Lenksystem wird die Stellgrol3enbegrenzung dadurch verursa-
chet, dass fur den Betrieb des Stellmotors nur die begrenzte Bordspannung zur
Verfligung steht. Die sich daraus ergebende Strom- bzw. Drehmomentbegren-
zung, von der in diesem Bericht ausgegangen wird, hangt damit von der Motor-
drehzahl ab. Man konnte das in Abhangigkeit der Motordrehzahl maximal mdg-
lich Motordrehmoment ermitteln und den jeweils aktuellen Wert in der Antiwin-
dup-Erweiterung verwenden. In der experimentellen Untersuchung erwies sich
jedoch die Verwendung eines konstanten, typischen Werts fir das maximale
Motormoment als ausreichend.
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5 Zusammenfassung

Nach der Modellierung des Lenksystems wird in Abschnitt 3 durch eine qualita-
tive Untersuchung die physikalische Ursache des Grenzzyklus bei losgelasse-
nem Lenkrad ermittelt. Sie besteht in der Bewegung des Abtriebswinkels des
Uberlagerungsgetriebes, die zusammen mit der StellgréRenbegrenzung in jeder
Halbperiode des Grenzzyklus zu einer Energiezufuhr durch den Stellmotor
fuhrt. Anschliel3end wird die Periodendauer des Grenzzyklus mit guter Genau-
igkeit bestimmt. Numerisch kann zuverlassig untersucht werden, ob Grenzzyk-
len existieren. Auf Basis der Periodendauerberechnung werden allgemeine
Aussagen uber die Wahrscheinlichkeit der Existenz von Grenzzyklen in Abh&n-
gigkeit der Systemparameter hergeleitet. Erganzend wird das Auftreten von
Grenzzyklen mit der harmonischen Balance untersucht. Die harmonische Ba-
lance ergibt qualitativ gleichwertige, jedoch ungenauere Ergebnisse.

In Abschnitt 4 wird die in [9] vorgeschlagene Antiwindup-MalRnahme zur Ver-
meidung von Grenzzyklen vorgestellt, motiviert, und ihre Wirksamkeit durch
eine Simulation gezeigt. Ihre Wirkungsweise wird mit der harmonischen Balan-
ce analysiert. Auf Basis des damit gewonnenen Ergebnisses wird die Antiwin-
dup- Malinahme weiterentwickelt. Die Vor- und Nachteile der urspringlichen
und weiterentwickelten Mal3nahme werden diskutiert.

Damit ist das Zustandekommen der Grenzzyklen in dem betrachteten Lenksys-
tem und ihre Vermeidung mit Hilfe der Antiwindup-Erweiterung des Motorlage-
reglers ausfihrlich untersucht.
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